
Prova scritta: introduzione alla fisica quantistica

8 novembre 2011

1. In uno spazio vettoriale a tre dimensioni sia definita la base ortonormale costituita dai ket |i〉
(i = 1, 2, 3). Si definiscano gli operatori Â = eiα{|1〉〈2| + |2〉〈3|} + eiβ{|2〉〈1| + |3〉〈1|} e B̂ =
eiγ{|1〉〈1| − |2〉〈2|}.
a): Dire quali condizioni debbono soddisfare α, β e γ affinché Â e B̂ corrispondano ad una osservabile
fisica;
b): Scelte α e β in modo da soddisfare la condizione al punto a), trovare autovalori ed autoket di
Â;
c): Scelta γ in modo da soddisfare la condizione al punto a), trovare autovalori ed autoket di B̂.
[10 punti]

2. Un oscillatore armonico di Hamiltoniana Ĥ = p̂2

2m + mω2

2 x̂2 sia stato preparato, al tempo t = 0,
nello stato |Ψ(0)〉 = α|0〉+ β|1〉, con α, β costanti numeriche, reali e positive.
a): Determinare α e β sapendo che, al tempo t = 0, il valor medio dell’energia sullo stato |Ψ(0)〉 è
pari a E0 = 7

6 h̄ω;
b): Trovare lo stato del sistema al tempo t, |Ψ(t)〉. Successivamente, calcolare il valor medio
dell’energia e della coordinata x̂ al tempo t;
c): Calcolare il valor medio di (∆x̂)2 e di (∆p̂)2 su |Ψ(0)〉 e verificare che il risultato è coerente con
il principio di indeterminazione.
Facoltativo): Calcolare il valor medio di (∆x̂)2 e di (∆p̂)2 su |Ψ(t)〉 e verificare che il risultato è
coerente con il principio di indeterminazione.
[10 punti]

3. Si consideri una particella in una buca di potenziale infinita estesa da x = 0 ad x = a e si assuma
che, al tempo t = 0, la particella sia stata preparata nello stato |Ψ0〉 corrispondente alla funzione
d’onda

Ψ0(x) = 〈x|Ψ0〉 =
{
cx sin

[
πx
a

]
(0 ≤ x ≤ a)

0 (altrimenti)

a): Si trovi la costante di normalizzazione c. Successivamente, si dica qual è la probabilità di
ottenere, da una misura dell’energia effettuata al tempo t = 0, il valore h̄2π2

2ma2 ;
b): Calcolare il valor medio della coordinata x̂ su |Ψ0〉;
c): Scrivere la funzione d’onda corrispondente allo stato del sistema preso al tempo t, Ψ(x, t) (n.b.:
È sufficiente darne un’espressione come combinazione delle autofunzioni ψn(x) riportate in calce
con opportuni coefficienti cn(t)).
[10 punti]

Formule utili:

1): Operatore di discesa dell’oscillatore armonico a =
√

mω
2h̄

(
x+ i p

mω

)
;

2): Autovalori dell’energia per una particella in una buca di potenziale infinita e
corrispondenti autofunzioni

En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . , ψn(x) =

{ √
2
a sin

[
πnx
a

]
, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Prova scritta: introduzione alla fisica quantistica

XX settembre 2011

1. In uno spazio vettoriale a due dimensioni sia definita la base ortonormale costituita dai ket |i〉
(i = 1, 2). Si definiscano gli operatori Â = i{|1〉〈2|+ |2〉〈1|} e B̂ = |1〉〈1| − |2〉〈2|.
a): Dire se Â e/o B̂ corrispondono ad una osservabile fisica e per quale motivo;

b): Trovare autovalori ed autoket di Â e di B̂. È il risultato ottenuto coerente con la risposta al
punto a)?;

c): Scrivere Â nella base degli autoket di B̂.

[10 punti]

2. Un oscillatore armonico di Hamiltoniana Ĥ = p̂2

2m + mω2

2 x̂2 sia stato preparato, al tempo t = 0,
nello stato |Ψ(0)〉 = c{|0〉+ eiα|1〉}, con c, α costanti numeriche reali e c > 0.

a): Determinare c ed α sapendo che il valor medio di x̂ sullo stato |Ψ(0)〉 vale 〈Ψ(0)|x̂|Ψ(0)〉 =√
h̄

2mω , mentre, al tempo T = π/ω, si ha 〈Ψ(T )|x̂|Ψ(T )〉 = −
√

h̄
2mω ;

b): Trovare lo stato del sistema al tempo t, |Ψ(t)〉. Successivamente, dire quali sono i valori
ottenibili da una misura dell’energia effettuata al tempo t e con quale probabilità;

c): Calcolare 〈Ψ(t)|x̂|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|p̂|Ψ(t)〉.
d): [Facoltativo]: Calcolare 〈Ψ(t)|x̂2|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|p̂2|Ψ(t)〉 e, successivamente, verificare che
risulta soddisfatto il principio di indeterminazione 〈Ψ(t)|∆x̂2|Ψ(t)〉 〈Ψ(t)|∆p̂2|Ψ(t)〉 ≥ h̄2/4.

[10 punti]

3. Si consideri una particella in una buca di potenziale infinita estesa da x = 0 ad x = a e si assuma
che, al tempo t = 0, la particella sia stata preparata nello stato |Ψ0〉.
a): Si dica quale delle due funzioni d’onda Ψ1(x) = c1 sin

(
3πx
2a

)
cos
(
πx
2a

)
e Ψ2(x) = c2 cos

(
πx
a

)
,

con c1, c2 costanti di normalizzazione, possa corrispondere alla funzione d’onda Ψ0(x) = 〈x|Ψ0〉.
Si motivi la scelta e, successivamente, si trovi la costante di normalizzazione della funzione d’onda
corretta;

b): Si trovi lo stato del sistema al tempo t. Successivamente, si dica con quale probabilità una
misura dell’energia al tempo t possa dare come risultato E1 = h̄2π2

2ma2 ;

c): Si assume che, misurando l’energia al tempo t, si sia trovato come risultato E1. Si dica qual è
lo stato del sistema al tempo t1 > t e quanto vale il valor medio di x̂ al tempo t1.

[10 punti]

Formule utili:

1): Operatore di discesa dell’oscillatore armonico a =
√

mω
2h̄

(
x+ i p

mω

)
;

2): Autovalori dell’energia per una particella in una buca di potenziale infinita e
corrispondenti autofunzioni

En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . , ψn(x) =

{ √
2
a sin

[
πnx
a

]
, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Prova scritta: introduzione alla fisica quantistica

19 luglio 2011

1. In uno spazio vettoriale a tre dimensioni sia definita la base ortonormale costituita dai ket |i〉
(i = 1, 2, 3). Si definiscano gli operatori Â = |1〉〈2|+ |2〉〈3|+ |2〉〈1|+ |3〉〈1| e B̂ = i|1〉〈2|+ i|2〉〈3| −
i|2〉〈1| − i|3〉〈1|.
a): Dire se Â e/o B̂ corrispondono ad una osservabile fisica e per quale motivo;

b): Trovare autovalori ed autoket di Â;

c): Verificare se esista almeno un autovettore di Â (e, in caso affermativo, specificare quale) che sia
autovettore anche di B̂. È possibile prevedere la risposta conoscendo il commutatore [Â, B̂]?;

d): [Facoltativo]: Trovare autovalori ed autoket di B̂ e, successivamente, scrivere Â nella base
degli autoket di B̂.

[10 punti]

2. Un oscillatore armonico di Hamiltoniana Ĥ = p̂2

2m + mω2

2 x̂2 sia stato preparato, al tempo t = 0,
nello stato |Ψ(0)〉 = α|0〉+ β|1〉, con α, β costanti numeriche.

a): Determinare α e β sapendo che esse sono entrambe reali, che il valor medio dell’energia al

tempo t = 0 è pari a h̄ω, che una misura di x̂ al tempo t = 0 dà come risultato x0 =
√

h̄
2mω ;

b): Trovare lo stato del sistema al tempo t, |Ψ(t)〉. Successivamente, dire quali sono i valori
ottenibili da una misura dell’energia effettuata al tempo t e con quale probabilità;

c): Calcolare 〈Ψ(t)|x̂|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|p̂|Ψ(t)〉.
[10 punti]

3. Si consideri una particella in una buca di potenziale infinita estesa da x = 0 ad x = a e si assuma
che, al tempo t = 0, la particella sia stata preparata nello stato |Ψ0〉 corrispondente alla funzione
d’onda

Ψ0(x) = 〈x|Ψ0〉 =
{
c (a4 ≤ x ≤

a
2 )

0 (altrimenti)

a): Si trovi la costante di normalizzazione c. Successivamente, si calcoli lo stato del sistema al
tempo t, |Ψ(t)〉;
b): Si dica quali risultati si possono ottenere da una misura dell’energia effettuata al tempo t e con
quale probabilità;

c): Dire se esiste un intervallo di tempo T tale che si abbia |Ψ(t+T )〉 = |Ψ(t)〉. In caso di risposta
affermativa, dare l’espressione esplicita di T .

[10 punti]

Formule utili:

1): Operatore di discesa dell’oscillatore armonico a =
√

mω
2h̄

(
x+ i p

mω

)
;

2): Autovalori dell’energia per una particella in una buca di potenziale infinita e
corrispondenti autofunzioni

En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . , ψn(x) =

{ √
2
a sin

[
πnx
a

]
, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Prova scritta: introduzione alla fisica quantistica

15 giugno 2011

1. Siano |i〉 (i = 1, 2) i ket di una base ortonormale in uno spazio a due dimensioni. Si definiscano
gli operatori X̂+ = |2〉〈1| e X̂− = |1〉〈2|. Sia definito X̂(α+, α−) = α+X̂

+ + α−X̂
−, con α+, α−

numeri complessi:
a): Dire quale relazione debba intercorrere tra α+ ed α− perché X̂(α+, α−) possa corrispondere ad
un’osservabile fisica;
b): Avendo determinato α+ ed α− come richiesto al punto a), trovare autovalori ed autoket di
X̂(α+, α−);
c): Dire se esistono scelte di α+ ed α− per le quali X̂(α+, α−) risulti unitario. In caso affermativo,
fornirne almeno un esempio e determinare gli autovalori ed autovettori di X̂.
[10 punti]

2. Un oscillatore armonico di Hamiltoniana Ĥ = p̂2

2m + mω2

2 x̂2 sia stato preparato, al tempo t = 0,
nello stato |Ψ(0)〉 = c{p̂2/(h̄mω)|0〉+ |1〉}, con c costante di normalizzazione e p̂ operatore impulso.
a): Determinare la costante di normalizzazione c e, successivamente, trovare lo stato del sistema al
tempo t, |Ψ(t)〉. Verificare se esista un periodo T tale che |Ψ(t+ T )〉 = |Ψ(t)〉 e, in caso di risposta
affermativa, trovare T ;
b): Dire qual è la probabilità che, al tempo t, una misura dell’energia dia uno dei seguenti valori:
h̄ω
2 ,

3h̄ω
2 , 5h̄ω

2 , 7h̄ω
2 , h̄ω;

c): Calcolare 〈Ψ(t)|x̂|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|p̂|Ψ(t)〉;
d): [Facoltativo]: Calcolare 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 e verificare che, ad ogni tempo
t, il risultato rispetta il principio di indeterminazione 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 ≥ h̄2

4 .
[10 punti]

3. Si consideri una particella in una buca di potenziale infinita estesa da x = 0 ad x = a e si assuma
che, al tempo t = 0, la particella sia stata preparata nello stato Ψ0〉 corrispondente alla funzione
d’onda

Ψ0(x) = 〈x|Ψ0〉 =
{
c
{

sin
[

2πx
a

]
+ 2 sin

[
4πx
a

]}
(0 ≤ x ≤ a)

0 (altrimenti)

a): Si trovi la costante di normalizzazione c. Successivamente, si calcoli lo stato del sistema al
tempo t, |Ψ(t)〉;
b): Si dica quali risultati si possono ottenere da una misura dell’energia effettuata al tempo t e con
quale probabilità;
c): Si calcoli〈Ψ(t)|x̂|Ψ(t)〉.
[10 punti]

Formule utili:

1): Operatore di discesa dell’oscillatore armonico a =
√

mω
2h̄

(
x+ i p

mω

)
;

2): Autovalori dell’energia per una particella in una buca di potenziale infinita e
corrispondenti autofunzioni

En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . , ψn(x) =

{ √
2
a sin

[
πnx
a

]
, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Prova scritta: introduzione alla fisica quantistica

Marzo 2011

1. Siano |i〉 (i = 1, 2) i ket di una base ortonormale in uno spazio a due dimensioni e sia dato l’operatore
X̂(a, b) = aσx + bσy, con σx = |2〉〈1|+ |1〉〈2|, σy = i[−|1〉〈2|+ |2〉〈1|] ed a, b numeri complessi:
a): Dire quale relazione debba intercorrere tra a e b perchéX[a, b] possa corrispondere ad un’osservabile
fisica;
b): Scelti a e b in modo che X[a, b] soddisfi la condizione richiesta al punto a), trovare autovalori
ed autoket di X[a, b];
c): Per due scelte differenti dei coefficienti, a, b e c, d, calcolare il commutatore [X̂(a, b), X̂(c, d)] e
dire quali condizioni debbano soddisfare a, b, c, d perché si abbia [X̂(a, b), X̂(c, d)] = 0.
[10 punti]

2. Un oscillatore armonico di Hamiltoniana Ĥ = p̂2

2m + mω2

2 x̂2 sia stato preparato, al tempo t = 0,
nello stato |Ψ(0)〉 = c{α|0〉 + p̂|1〉}, con c costante di normalizzazione, p̂ operatore impulso ed α
reale e positivo:
a): Determinare la costante di normalizzazione c e, successivamente, trovare lo stato del sistema al
tempo t, |Ψ(t)〉;
b): Dire quali sono i valori ottenibili da una misura dell’energia effettuata al tempo t e con quale
probabilità; successivamente, usare il risultato ottenuto per determinare il valor medio dell’energia
al tempo t;
c): Calcolare 〈Ψ(t)|x̂|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|p̂|Ψ(t)〉;
d): [Facoltativo]: Calcolare 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 e verificare che, ad ogni tempo
t, il risultato rispetta il principio di indeterminazione 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 ≥ h̄2

4 .
[10 punti]

3. Si consideri una particella in una buca di potenziale infinita estesa da x = 0 ad x = a e si assuma
che, al tempo t = 0, la particella sia stata preparata nello stato Ψ0〉 corrispondente alla funzione
d’onda

Ψ0(x) = 〈x|Ψ0〉 =
{
cx(a− x) (0 ≤ x ≤ a)

0 (altrimenti)

a): Si trovi la costante di normalizzazione c;
b): Si dica quali risultati si possono ottenere da una misura dell’energia al tempo t = 0 e con quale
probabilità;
c): Si determini lo stato del sistema al tempo t e si trovi qual è il minimo intervallo di tempo T
tale che, per t = T , ci si aspetta di ottenere lo stesso stato che si ha per t = 0.
[10 punti]

Formule utili:

1): Operatore di discesa dell’oscillatore armonico a =
√

mω
2h̄

(
x+ i p

mω

)
;

2): Autovalori dell’energia per una particella in una buca di potenziale infinita e
corrispondenti autofunzioni

En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . , ψn(x) =

{ √
2
a sin

[
πnx
a

]
, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Appello staordinario: introduzione alla fisica quantistica
Prova scritta

17 novembre 2010

1. Siano |i〉 (i = 1, 2, 3) i ket di una base ortonormale in uno spazio a tre dimensioni e sia dato
l’operatore T̂α definito come T̂α = α{|2〉〈1|+ |3〉〈2|} − α{|1〉〈2|+ |2〉〈3|}, con α numero complesso:

a): Dire come deve essere preso α perché T̂α sia hermitiano (e diverso dall’operatore identicamente
nullo). Scelto α in modo che l’operatore soddisfi le condizioni sopra elencate, trovare autovalori ed
autoket di T̂α;

b): Si consideri l’operatore Ŝ = |1〉〈3|+ |3〉〈1|. Se ne determinino autovalori ed autoket;

c): Avendo scelto α come al punto a), dire, sulla base delle risposte date ai punti a) e b), se, per
qualche valore di tale parametro, T̂α ed Ŝ ammettano autoket comuni. Era possibile prevedere il
risultato senza diagonalizzare gli operatori?

[10 punti]

2. Un oscillatore armonico di Hamiltoniana Ĥ = p̂2

2m
+ mω2

2
x̂2 sia stato preparato, al tempo t = 0,

nello stato |Ψ(0)〉 = c
{

1 + p̂2

4h̄mω

}

|0〉, con c costante di normalizzazione, p̂ operatore impulso:

a): Determinare la costante di normalizzazione c e, successivamente, trovare lo stato del sistema al
tempo t, |Ψ(t)〉;

b): Dire quali sono i valori ottenibili da una misura dell’energia effettuata al tempo t e con quale
probabilità; successivamente, usare il risultato ottenuto per determinare il valor medio dell’energia
al tempo t;

c): Calcolare 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 e verificare che, ad ogni tempo t, il risultato

rispetta il principio di indeterminazione 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 ≥ h̄2

4
.

[10 punti]

3. Si consideri una particella in una buca di potenziale infinita estesa da x = 0 ad x = a e si assuma
che, al tempo t = 0, la particella sia stata preparata nello stato |Ψ0〉 corrispondente alla funzione
d’onda

Ψ0(x) = 〈x|Ψ0〉 =

{

c cos
(

2πx
a

)

sin
(

πx
a

)

(0 ≤ x ≤ a)
0 (altrimenti)

a): Si trovi la costante di normalizzazione c. Successivamente, si determini il valor medio dell’energia
sullo stato |Ψ0〉;

b): Si trovi la funzione d’onda del sistema al tempo t, Ψ(x, t). Dal risultato ottenuto si calcoli il
valor medio di x̂ e di p̂ su |Ψ0〉 al tempo t;

c): Dire qual è la probabilità di trovare la particella, a t = 0, a sinistra di x = a/2 e qual è la
probabilità di trovarla a destra. Qual è il minimo intervallo di tempo T tale che, per t = T , ci si
aspetta di ottenere lo stesso risultato che per t = 0?

[10 punti]

Formule utili:

1): Operatore di discesa dell’oscillatore armonico a =
√

mω
2h̄

(

x+ i p

mω

)

;

2): Autovalori dell’energia per una particella in una buca di potenziale infinita e
corrispondenti autofunzioni

En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . , ψn(x) =

{

√

2

a
sin

[

πnx
a

]

, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Prova scritta: introduzione alla fisica quantistica

20 Settembre 2010

1. Siano |i〉 (i = 1, 2) i ket di una base ortonormale in uno spazio a due dimensioni e sia dato l’operatore
X̂(a, b) = aσ+ + bσ−, con σ+ = |2〉〈1|, σ− = |1〉〈2| ed a, b numeri complessi:

a): Per due scelte differenti dei coefficienti, a, b e c, d, calcolare il commutatore [X̂(a, b), X̂(c, d)].
Esiste una relazione tra i vari coefficienti che sia non banale (cioè, con coefficienti non tutti nulli e
con a 6= c; b 6= d) per cui [X̂(a, b), X̂(c, d)] = 0?;

b): Dire quale relazione debba intercorrere tra a e b perchéX[a, b] possa corrispondere ad un’osservabile
fisica;

c): Scelti a e b in modo che soddisfino la relazione richiesta al punto b), trovare autovalori ed
autoket di X[a, b].

[10 punti]

2. Un oscillatore armonico di Hamiltoniana Ĥ = p̂2

2m + mω2

2 x̂2 sia stato preparato, al tempo t = 0,
nello stato |Ψ(0)〉 = c{|0〉+αx̂|1〉}, con c costante di normalizzazione, x̂ operatore coordinata ed α
reale e positivo:

a): Determinare la costante di normalizzazione c e, successivamente, trovare lo stato del sistema al
tempo t, |Ψ(t)〉;
b): Dire quali sono i valori ottenibili da una misura dell’energia effettuata al tempo t e con quale
probabilità; successivamente, usare il risultato ottenuto per determinare il valor medio dell’energia
al tempo t;

c): Calcolare 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 e verificare che, ad ogni tempo t, il risultato
rispetta il principio di indeterminazione 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 ≥ h̄2

4 .

[10 punti]

3. Si consideri una particella in una buca di potenziale infinita estesa da x = 0 ad x = a e si assuma
che, al tempo t = 0, la particella sia stata preparata nello stato Ψ0〉 corrispondente alla funzione
d’onda

Ψ0(x) = 〈x|Ψ0〉 =
{
c (a/4 ≤ x ≤ a/2)

0 (altrimenti)

a): Si trovi la costante di normalizzazione c. Successivamente, si determinino il valor medio di x̂ e
di x̂2 su |Ψ0〉;
b): Si trovi la funzione d’onda del sistema al tempo t, Ψ(x, t), come sovrapposizione delle auto-
funzioni di una particella quantistica in una buca di potenziale monodimensionale a pareti infinite,
ψn(x). Dal risultato ottenuto, dire quali sono i possibili valori che si possono ottenere da una misura
dell’energia effettuata al tempo t e con quale probabilità;

c): Dire qual è la probabilità di trovare la particella, a t = 0, a sinistra di x = a/4, tra x = a/4 ed
x = a/2 ed a destra di x = a/2. Qual è il minimo intervallo di tempo T tale che, per t = T , ci si
aspetta di ottenere lo stesso risultato che per t = 0?

[10 punti]



Formule utili:

1): Operatore di discesa dell’oscillatore armonico a =
√

mω
2h̄

(
x+ i p

mω

)
;

2): Autovalori dell’energia per una particella in una buca di potenziale infinita e
corrispondenti autofunzioni

En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . , ψn(x) =

{ √
2
a sin

[
πnx
a

]
, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Seconda prova scritta: introduzione alla fisica quantistica

20 Luglio 2010

1. Siano date le matrici 3×3 T1, T2 che, in una base ortonormale |1〉, |2〉, |3〉, siano rappresentate da

T1 =





0 i 0
i 0 −i
0 −i 0



 , T2 =





1 0 0
0 0 0
0 0 −1



 .

Sia Ta,b = aT1 + bT2, con a, b numeri complessi:

a): Dire come debbono essere scelti a e b perché la matrice Ta,b sia hermitiana;

b): Fissati a, b come richiesto al punto a), determinare autovalori ed autoket di Ta,b.

[10 punti]

2. Un oscillatore armonico di Hamiltoniana Ĥ = p̂2

2m
+ mω2

2
x̂2 sia stato preparato, al tempo t = 0,

nello stato |Ψ(0)〉 = c0|0〉 + c2|2〉, con c0 e c2 reali e positivi:

a): Determinare c0 e c2 sapendo che il valor medio dell’energia sullo stato |Ψ(0)〉 è Ē = 11

6
h̄ω;

b): Trovare lo stato del sistema al tempo t, |Ψ(t)〉 e calcolare il valor medio di coordinata x̂ ed
impulso p̂ su |Ψ(t)〉;

c): Calcolare il valor medio di x̂2 e di p̂2 su |Ψ(t)〉 ed utilizzare il risultato per verificare il principio
di indeterminazione.

[10 punti]

3. Si consideri una particella in una buca di potenziale infinita estesa da x = 0 ad x = a e si assuma
che, al tempo t = 0, la particella sia stata preparata nello stato |Ψ(0)〉 corrispondente alla funzione
d’onda Ψ0(x) = 〈x|Ψ(0)〉, data da

Ψ0(x) =

{

c per a/4 ≤ x ≤ 3a/4
0 altrimenti

a): Trovare la corretta normalizzazione dello stato (c);

b): Trovare quali valori si possono ottenere da una misura dell’energia al tempo 0 e con quali
probabilità;

c): Trovare la funzione d’onda corrispondente allo stato del sistema al tempo t, Ψ(x, t);

d): Si supponga che una misura dell’energia effettuata all’istante di tempo t0 > 0 abbia dato il
risultato E = E2. Qual è la funzione d’onda del sistema al tempo t1 > t0?.

[10 punti]

Formule utili:

1): Operatore di discesa dell’oscillatore armonico a =
√

mω
2h̄

(

x+ i p

mω

)

;



En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . , ψn(x) =

{

√

2

a
sin

[

πnx
a

]

, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Prima prova scritta: introduzione alla fisica quantistica

14 Giugno 2010

1. Siano |i〉 (i = 1, 2, 3) i ket di una base ortonormale in uno spazio a tre dimensioni e siano dati gli

operatori Â =
∑

3

i,j=1
Ai,j |i〉〈j| e B̂ =

∑

3

i,j=1
Bi,j |i〉〈j|, con

A =





0 1 0
1 0 0
0 0 1



 , B =





1 0 0
0 −1 0
0 0 1





a): Calcolare direttamente il commutatore C = [A,B] ed esprimerlo come combinazione degli
operatori |i〉〈j| (i, j = 1, 2, 3);

b): Sulla base del risultato al punto a), dire se ci si aspetta che A e B ammettano una base di
autoket in comune, oppure no. Successivamente, trovare eventuali autoket in comune.

[8 punti]

2. Un oscillatore armonico di Hamiltoniana Ĥ = p̂2

2m
+ mω2

2
x̂2 sia stato preparato, al tempo t = 0,

nello stato |Ψ(0)〉 = c0|0〉 + c1|1〉, con c0 reale e positivo:

a): Determinare c0 e c1 sapendo il valor medio di p̂ al tempo 0, 〈Ψ(0)|p̂|Ψ(0)〉 è il massimo possibile
(suggerimento: porre c1 = |c1|e

iϕ);

b): Trovare lo stato del sistema al tempo t, |Ψ(t)〉 e l’energia media 〈Ψ(t)|Ĥ |Ψ(t)〉;

c): Calcolare 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉 e 〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 e verificare che, ad ogni tempo t, il risultato

rispetta il principio di indeterminazione 〈Ψ(t)|(∆x̂)2|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|(∆p̂)2|Ψ(t)〉 ≥ h̄2

4
.

[12 punti]

3. Si consideri una particella in una buca di potenziale infinita estesa da x = 0 ad x = a.

a): Si considerino i ket |Ψ〉1, |Ψ〉2, |Ψ〉3 corrispondenti alle funzioni d’onda:

Ψ1(x) = 〈x|Ψ〉1 = A cos
(πx

a

)

, Ψ2(x) = 〈x|Ψ〉2 = Be−
x
2

2a
2 , Ψ3(x) = 〈x|Ψ〉3 = C sin

(πx

a

)

cos

(

2πx

a

)

,

con A,B,C costanti di normalizzazione. Dire, motivando la scelta, quale dei tre può rappresentare lo
stato della particella al tempo 0, |Ψ(0)〉. Successivamente, normalizzare la corrispondente funzione
d’onda Ψ0(x) = 〈x|Ψ(0)〉;

b): Trovare la funzione d’onda corrispondente allo stato del sistema al tempo t, Ψ(x, t);

c): Dire quali sono i possibili valori che si possono ottenere da una misura dell’energia al tempo t
e con quali probabilità;

d): (Facoltativo) Trovare il valor medio di x̂ al tempo t, 〈Ψ(t)|x̂|Ψ(t)〉.

[10 punti]



1): Operatore di discesa dell’oscillatore armonico a =
√

2h̄

(

x+ i
mω

)

;

2): Autovalori dell’energia per una particella in una buca di potenziale infinita e
corrispondenti autofunzioni

En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . , ψn(x) =

{

√

2

a
sin

[

πnx
a

]

, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Prova scritta: appello straordinario
Introduzione alla Fisica Quantistica

13 Aprile 2010

Parte prima

1. Si consideri un fotone di frequenza ν = 1015 s−1:

a): Trovare l’energia del fotone, Eγ , ed il suo impulso, kγ;

b): Si considerino quattro metalli con potenziale di estrazione A rispettivamente
pari ad 0.5 eV, 2.5 eV, 4.5 eV e 5.5 eV. Dire incidendo su quale (o quali) di questi
metalli il fotone può indurre effetto fotoelettrico.

c): Calcolare, nei casi in cui venga indotto effetto fotoelettrico, l’energia cinetica
del fotoelettrone emesso.

2. Un fascio di fotoni, tutti di lunghezza d’onda λi, viene fatto collidere con elettroni
in quiete.

a): Sapendo che i fotoni rilevati ad angolo di diffusione ϕ = π hanno lunghezza

d’onda λ
(1)
f = 3.0 × 10−11m, calcolare λi.

b): Calcolare la lunghezza d’onda finale dei fotoni diffusi a ϕ = π/2 ed a ϕ = π/3.

3. Si consideri la funzione Ψ(x) = c xe−λx2

, con λ reale:

a): Dire per quale insieme di valori di λ Ψ(x) può rappresentare la funzione d’onda
di una particella quantistica;

(b): Scelto λ in accordo al punto a, dire quanto vale la probabilità che una misura
della posizione dia come risultato x = 0;

c): Trovare il coefficiente di normalizzazione c.

4. (Facoltativo): Calcolare il valor medio di x̂ sulla funzione d’onda Ψ(x).



Parte seconda

Si consideri una particella in una buca monodimensionale infinita definita da 0 ≤ x ≤ a.
Si supponga che, al tempo t = 0, la particella sia preparata nello stato descritto dalla
funzione d’onda Ψ0(x), data da

Ψ0(x) =
{

c
{

sin
[

πx
a

]

+ sin
[

2πx
a

]}

, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti
,

con c costante di normalizzazione.

1. Confrontando Ψ0(x) con le autofunzioni ψn(x) riportate in calce al problema, dire
quali sono i valori che si possono ottenere da una misura dell’energia della particella;

2. Trovare la costante di normalizzazione c;

3. Trovare la funzione d’onda della particella al tempo t, Ψ(x, t);

4. Scelta la funzione d’onda Ψ0(x), determinarne la corretta normalizzazione (c);

5. Valutare la probabilità con la quale si può ottenere ciascuno dei possibili valori di
una misura dell’energia.

Nota bene: Gli autovalori dell’energia per la buca di potenziale infinita in una dimensione
sono dati da

En =
h̄2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . .

Le corrispondenti autofunzioni sono date da

ψn(x) =
{

√

2
a
sin

[

πnx
a

]

, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti
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Seconda prova scritta di recupero: Introduzione alla
Fisica Quantistica

Settembre 2009

Parte prima

1. [3.5 punti] Un metallo con potenziale di estrazione A = 4 eV viene investito da
luce di lunghezza d’onda λ, producendo effetto fotoelettrico.

a): Determinare, in funzione di λ, l’energia dei fotoelettroni emessi;

b): Si assuma che il fotoelettrone collida con un atomo idrogenoide con numero
atomico Z. Si calcoli come deve essere fissata λ in funzione di Z perché esso abbia
l’energia di soglia per eccitare una transizione dallo stato fondamentale, n=1, al
primo stato eccitato, n=2.

2. [3.5 punti] Un fascio di fotoni, tutti di lunghezza d’onda λi, viene fatto collidere
con mesoni µ in quiete (di massa a riposo mµ ≈ 206me).

a): Sapendo che i fotoni rilevati ad angolo di diffusione ϕ = π/3 hanno lunghezza

d’onda λ
(1)
f = 1.2 × 10−13m, calcolare λi.

b): Calcolare la lunghezza d’onda finale dei fotoni diffusi a ϕ = 0, a ϕ = π/4 ed a
ϕ = π.

3. [ 8 punti] Una particella quantistica in una dimensione si trova nello stato descritto
dalla funzione d’onda (in rappresentazione degli impulsi)

φ(p) = ce−
a

2
p2+ibp ,

con a, b > 0.

a): Calcolare la costante di normalizzazione c;

b): Calcolare il valor medio di coordinata ed impulso su tale stato, 〈x̂〉 e 〈p̂〉;

c): Calcolare il valor medio quadratico di coordinata ed impulso su tale stato, 〈x̂2〉 e

〈p̂2〉 e verificare il principio di indeterminazione ∆x∆p ≥ h̄
2
, con ∆x =

√

〈x̂2〉 − 〈x̂〉2

e ∆p =
√

〈p̂2〉 − 〈p̂〉2.

4. (Facoltativo): Assumendo che φ(p) alla domanda 3) descriva lo stato di un oscillatore

armonico monodimensionale, di Hamiltoniana H = p2

2m
+ mω2

2
x2, calcolarne l’energia

media.



Parte seconda

Si consideri una particella in una buca monodimensionale infinita definita da 0 ≤ x ≤ a.
Si supponga che, al tempo t = 0, la particella sia preparata nello stato descritto dalla
funzione d’onda Ψ0(x), data da

Ψ0(x) =
{

c sin
(

πx
a

)

cos
(

2πx
a

)

, (0 ≤ x ≤ a)

0 , altrimenti

1. [5 punti] Dire perché Ψ0(x) è una funzione d’onda ammissibile per il problema
considerato. Successivamente, determinarne la corretta normalizzazione (c);

2. [5 punti] Trovare lo stato del sistema al tempo t, Ψ(x; t) e calcolare i valori che
si possono ottenere da una misura dell’energia effettuata al tempo t1 > 0, con le
relative probabilità;

3. [5 punti] Calcolare il valor medio di x̂ al tempo t = 0.

4. (Facoltativo) Calcolare il valor medio di x̂ al tempo t1 > 0.

Nota bene: Gli autovalori dell’energia per la buca di potenziale infinita in una dimensione
sono dati da

En =
h̄2π2n2

2ma2
; n = 1, 2, 3, . . . .

Le corrispondenti autofunzioni sono date da

ψn(x) =
{

√

2
a
sin

[

πnx
a

]

, per 0 ≤ x ≤ a

0 , altrimenti



Prima prova di recupero:
Introduzione alla Fisica Quantistica

20 Luglio 2009

Parte prima

1. Una fascio di particelle di massa m e velocità vx lungo l’asse x incide su di una
fenditura disposta ortogonalmente al moto delle particelle stesse e di ampiezza d

a): spiegare perché ci si aspetta un allargamento angolare del fascio, con angolo θ,
al passaggio attraverso la fenditura;

b): Stimare θ.

2. Un fascio di fotoni, tutti di lunghezza d’onda λi, viene fatto collidere con protoni in
quiete.

a): Sapendo che i fotoni rilevati ad angolo di diffusione ϕ = π/2 hanno lunghezza

d’onda λ
(1)
f = 0.75 × 10−14m, calcolare λi.

b): Calcolare la lunghezza d’onda finale dei fotoni diffusi a ϕ = 0, a ϕ = π/4 ed a
ϕ = π.

3. Una particella quantistica in una dimensione si trova nello stato descritto dalla
funzione d’onda (in rappresentazione degli impulsi)

φ(p) = ce
ipx0

h̄ e−
p2

2∆2 ,

con x0 e ∆ numero reali e ∆ > 0.

a): Calcolare la costante di normalizzazione c;

b): Calcolare il valor medio di coordinata ed impulso su tale stato, 〈x̂〉 e 〈p̂〉;
c): Calcolare il valor medio quadratico di coordinata ed impulso su tale stato, 〈x̂2〉 e

〈p̂2〉 e verificare il principio di indeterminazione ∆x∆p ≥ h̄
2
, con ∆x =

√

〈x̂2〉 − 〈x̂〉2

e ∆p =
√

〈p̂2〉 − 〈p̂〉2.

4. (Facoltativo): Assumendo che ψ(x) alla domanda 3) descriva uno stato dell’oscillatore
armonico monodimensionale considerato nella parte seconda, calcolarne l’energia
media.



Parte seconda

Si consideri un oscillatore armonico quantistico di Hamiltoniana:

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2

Si supponga che al tempo t = 0 il sistema sia preparato nello stato descritto dalla funzione
d’onda Ψ0(x), data da:

Ψ0(x) = c(1 +
mω

h̄
x2)e−

mω
2h̄

x2

1. Determinare la corretta normalizzazione di Ψ0(x) (c);

2. Trovare lo stato del sistema al tempo t, Ψ(x, t);

3. Trovare il valor medio della coordinata al tempo t, 〈x̂〉;

4. Calcolare la probabilità che, al tempo t1 > 0, il risultato di una misura dell’energia
sia pari a h̄ω/2, a 3h̄ω/2, oppure a 5h̄ω/2. Assumendo di aver ottenuto h̄ω/2, dire
quanto vale 〈x̂〉 per t > t1;

5. (Facoltativo) Sia p0 una costante reale con le dimensioni di un impulso. Calcolare,

la variare di p0, la corrente di probabilità associata allo stato su e
ip0x

h̄ Ψ(x, t).

Nota bene: le autofunzioni dell’Hamiltoniana di un oscillatore armonico corrispondenti
ad n = 0, 1, 2 sono rispettivamente date da:

ψ0(x) =
(

mω

πh̄

)
1

4

e−
mω
2h̄

x2

; ψ1(x) =
√

2
(

mω

πh̄

)
1

4

√

mω

h̄
xe−

mω
2h̄

x2

ψ2(x) =
1√
2

(

mω

πh̄

)
1

4

[

2
mω

h̄
x2 − 1

]

e−
mω
2h̄

x2
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d�]Y�f£KM[WY9]�r ¤�±�¬ v²¥C�n§£¦��!©³A�y ªW«�¬ \z´{}| ´�µ�]CTOV
KMT�]_IRN8TO]�\i]CXLXS]�YJN TkTON�H9]_ILPSFkV N
TOTON�¶}N
IRXR]CbMTOFkKz·�¸�¹�ºQ�� | ´�µ�]CTkV KMTO]CIRNET�]!TOUW[JbMcJN
d d�]�YgfhKM[JY9]�FO[WFOd FO]CTON�YJN FglmK_PSKM[JF�·�rJ�mºQB
»nB���[9]¡H9]CI�PSFOV
N TkT�]¼�U9]_[PRFOX�PSFOV ]¡FO[#UJ[9]¡YJFk\iN
[JXRFkKM[JN�XLFEPSILK½�_]¡[JN
TOTOK�XLP^]�PSK¾YJN XLV ILFkPRPRK¾Y9]CTOTO]lmUW[Jd FkKM[JN�YgfhKM[JY9]

¿ ·ÁÀ}º�vÃÂ�NpÄWHÆÅ�Ç Àu¬�CÈ ¬EÉËÊkÌJÍ ÀWÎ Ï
V
KM[zÈeÏ Ì9Í [GUW\iN
IRF�IRN ]CTOFÐB{}| ´�µ�]CTOV
KMT�]_IRN8TO]�V
KMXLPS]C[�PSN�YJF�[JKCIR\i]CTOFkd d�]_d FOKC[JN8Â½�� | ´�µ�]CTkV KMTO]CIRNEFOT��_]CTkKMI�\�N YJFkK�YJF�V KGKMIRYWFO[9]_PS]!N YzFO\�HJUJTkXRK�XRU�P^]_TON�XLPS]_PSKW�aÑ�ÒÀ}Ó�N�ÑMÒÌ Ó
�ÔW| ´,µ�]_TOV KCT�]CILN3FOTG�_]CTOKMI\iN
YJFOK��U9]CYJIR]_PSFkV K�YJFJV
KnKCIRYJFk[9]_P^]�N Y�FO\�HJUJTkXRK8XLU!P^]CTkN�XLPS]_PSKW�uÑ�ÒÀ ¬ Ó,NÑCÒÌ ¬pÓ�N&�CN ILFkÕ9V ]CIRN�FOT9HJILFO[JV
FOHJFkK�YJF9FO[WYJN
PRN IR\�FO[J]Cd FkKM[JN&È!ÀjÈ Ì×ÖÙØÚ ¬ �V KM[�È!À�v6Û Ñ�ÒÀ ¬ Ó$ÇÜÑ�ÒÀ}Ó ¬N�È Ì v6Û ÑCÒÌ ¬ Ó$ÇÜÑMÒÌ Ó ¬ B¦WB�·�Ýu]CV KMT®P^]_PRFk�CKºQ´ÞEXRXLUJ\�N [JYJK�V^cJN ¿ ·ÁÀ}º�]CTOTO]�YJKM\i]C[JYJ]�»Mº3YJN XLV IRF®�_]�TkK�XLP^]�PSK�YJFgUJ[zKMXLV FOTkT�]�oPRKMIRN�]_IR\�KM[JFOV
K�\iKC[JKnYWFO\�N [JXLFOKM[9]_TONC�V ]CTOV
KMT�]CIL[JN8TÐf£N
[JN ILbMF�]�\�N YJFO]WB
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��[9]!H9]CI�PSFOV
N TkT�]s�U9]_[PRFOX�PSFOV ]�YJFg\i]CXLXS]!¸ßqNE�GFO[JV
KMT�]_PS]�]!\!UWK½�CN ILXRF�FO[�UJ[9]�XRV ]_PSKMTO]�\�KM[JKGYJFO\�N [noXLFOKM[9]_TON�YJF3TkUJ[JbMcJN
d d ]�àj�$�_]CTkN�]×YWFOIRN_�$FOT�XRUWK�\iKCPRK³qN�TkFO\�FkPS]_PSKz]�y³áâÀÃáãàuBÆDnFO]C[JK�YJ]_PSN�TkNlmUJ[Wd FOKC[JFgYgfhKM[JY9]n´

ä8å ·ÁÀ}ºßv æ å XLFO[�ç ¢gÀà¼è V
KMX�ç ��¢gÀà(èä8é ·ÁÀ}ºßv æ é V KMX ç ¢gÀà�è XRFO[ ç ��¢gÀàêè §
HjN I&y�áëÀ�á#àu�9\�N [�PSILN ä8å ·mÀ}ºpÏ ä8é ·mÀ}º�XRKC[JK�[GUWTOTON�HjN I�À×N XLPRN IL[JK�]�P^]_TON8Fk[PRN I��C]_TOTOKWB

ACB � FkIRNsH}N
IRV^c=�N ä8å ·mÀ}ºQÏ ä�é ·mÀ}ºEXRKC[JKelmUJ[Jd FkKM[JFYgf£KC[JY9]e]C\�\iFkXRXLFO¶JFkTOF�HjN I8TO]�H9]CI�PSFOV
N TkT�]iFk[�UJ[9]¶WUJV�]�YJFgHjKCPSN
[Jd FO]CTON�Fk[WÕ9[JF®P^]W�
�GB � NQPSN
IR\�FO[9]CILN8T�]!V
KMIRILN
PLP^]�[JKMIR\i]CTkFOd d ]Cd FkKM[JN�YJF ä8å ·ÁÀ}º�N�YWF ä�é ·mÀ}º�·Ðæ å Ï^æ é ºp�
»nB�ì)IRK��_]CILN�bCTOF�X�P^]_PRFa]CT�PRN \�H}K�íp� ä8å ·mÀaÏRíLºpÏ ä8é ·mÀaÏRíLºp�
¦WB�ì)IRK��_]CILN�FkT}�_]CTkKMI�\iN
YJFOK�YWN TOTÐf£N
[JN ILbMF�]�ÑÐî!Ó�XRUzN [�PSIR]C\!¶JF�bCTOF�X�P^]_PRF��
¥GB�·�Ýu]CV KMT®P^]_PRFk�CKºsDGUJHJHjKMXLPRKZV^cWN�]CT3PSN
\iHjK×í�vïy�T�]×HJ]CILPRFOV N
TOTO]ðXRFO]�HJIRN
H9]CIR]_P^]�[JN
TOTkK�XLPS]_PSKYWN XRV
IRF®PRPSK�Y9]CTOTO]!lmUJ[Jd FkKM[JNsYgf£KC[JY9] ä8å ·mÀ}ºQ�jPSILK½�_]CILN�V
KM\iN��_]CIRFO]i[JN
T)PRN \�H}KiT�]�HJIRKM¶J]C¶JFOTkFkP�q]YWF�PSILK½�_]CILN�T�]!H9]CI�PSFkV N TkT�]![JN
TOTkK�XLP^]�PSK ä8é ·mÀ}ºpB

ñzòuó { ��ôGõaô ´eTkN�]CUWPRKClmUJ[Jd
FOKM[JF=YJN TkT�f£öE]C\�FOT®PSKM[WF�]C[9]eYJF3UJ[9]�H9]CI�PSFOV
N TkT�]×TkFO¶jN IS]ðFO[¡UJ[9]Æ¶JUJV ]�YJFHjKCPSN
[Jd FO]CTON8y�áëÀ×á#à�XRKM[WK�YJ]_PSN�Y9]
¿)÷ ·ÁÀ}º�v.ø Û ¬å XRFO[iù ÷ ¤å Àuú Ï¯·�y�áëÀ�á¯àv²yx]CT®PSIRFk\iN
[�PSF

û V KMILIRFkXRHjKM[JYJN
[PRF)]CUWPSK��_]CTkKMIRF}YJN TkT�fhN [JN
IRbMFO]!XRKM[JK�Y9]�PSF�Y9]
î ÷ výüþ ¬ ¢ ¬Sÿ�¬�_¸eà ¬

� KMXRXLKM[JK�IRFOXLUJTkPS]CIRN�UnPSFOTkF��GFO[JKCTkPSILNC�nTON8lmKMIL\!UJTONEYJF�HJIRKCXLP^]�lmN IRN
XRF�YJN
FaXRN [WF�´
XLFO[a·��$º É XRFO[�·��,º�v²�$XRFk[�· � É �� ºWV KMX�· ��Ç��� º Ï³XLFO[a·��$ºÇ¡XLFO[a·��$º�vÃ�$V KMX�· � É �� ºWXLFO[�· ��Ç��� º
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CEDGFIH8JLKNM3MPORQ3SUTWV3H8HYXZX[TESRSEH\TEXZ]_^�OEQa`bKN^�]
V3H�HYQUc[]dQNJLHecgfTWh i jRkElRlgmonqp�r�`YTtsR]�`YTWV3H8KNQ9TQNTusIHb^�]�`b`\T�JLM9TEvdH\TE`b]ED&w�JLJZKNp�]dQNVNOx^zyN]�`YT{sR]d`\T!JLHYT!|}K9TEVNXLTgczT!VNHP`\TgcLOA~�i!C8�}p�]8^zyN]�`YTA`YK3^�]JZH\T�^�OEp�MN`b]dc[TEp�]dQUc[]�TEJZJLORXZ�NHbc[T�V9TE`Y`YTAsR]d`\T�JZcL]�JLJLT�P�u� c[XZOusETgXL]�`\TA��ORXZv"T�]�JZ]�XZ^�Hbc[TgczTxJLK3`Y`\TAsE]�`YT3�� �u� V3]�JL^dXLHesR]�XZ]{Hb`1p�OEc[O�VN]d`Y`YT!Q9T"s2Hb^�]d`Y`\T!HbXLXLTESRSRHYTgczTA^dORp�]�VN]�JZ^�XLHecLcLON��3�"� VNHbJL^�K2c[]�XZ]�^�OEp�]�H�XZHYJZKN`bc[Tgc[H�MNXZ]�^d]�VN]dQ}cLH?^"Tgp!�NHY]dXL]d�N�P]dXLO�JZ]�`YT�`YK3^�]x��ORJLJZ]�^�ORp�MN`b]dczT��p�]�QUcL]�XZHb�9]dJLJLTxVNTE`Y`YTAsR]�`YT3D
���9� � ���I����� FIH�XLHb^�ORXZVNH�^zyN]8`���HYQUcL]�QNJZHbcgfT�`YKNp�HYQ3ORJ[T�p�HbJLKNXLT{`���]dQN]�XZSRH\T�HYQN^dHYVN]dQ}cL]GJZKN`Y`YT�sR]d`\TM�]�X KNQ3HbcgfT�VNHNcL]�p�MPO�]�M�]�X KNQNHecgfT�VNH9JLK3MP]dXZ¡9^dHY]E¢UsgTE`b]�T�VNHbXL]g¢UHY`NQ}KNp�]�XZO{VNHN��Ogc[ORQNH3HYQN^dHYVN]dQ}cLHM�]�X£K3QNHbcqfTxV3H1c[]�p�M�O�]�VNH�JLKNM�]�X¤¡9^�Hb]E¢¥p�OE`bc[HbMN`YHb^"TgcLO{M�]�X£`���]dQN]�XZSRH\T�VNH�^�H\TgJL^�K3Q���OEcLORQN]gD

jID�¦/Q��§TEJZ^�HbOAVNH¥��OEc[OEQNH�¢RcLK3cLcLHPVNH¥`bKNQNSRyN]dv�v�TAV1��ORQNV9T�¨N©ª¢}sIHY]dQN]��§TgcZc[O�^�OR`b`YHbVN]�XZ]/^dORQ�MNXZOEc[OEQNH¥HYQ|}KNHb]dcL]ED�P� � F3TEM�]�QNVNO�^zy3]!H«��OEcLORQNH)XLHb`Y]dsgTgcLH)TEV
TEQNSEOR`YO�VNH¬VNHe�K3JLHYOEQN]!®Wi°¯)±q²�y9TEQ3QNO�`YKNQ3SRyN]�vdv"TV���ORQ3V9T�¨1³µ´·¶¸ i¹l3º¼»El�½¾CulI¿ ´�À p�¢N^�TE`Y^dOR`\TgXL]�¨N©ªD� � �?Á TE`Y^dOR`\TEXZ]�`\Tx`YKNQNSEyN]�vdv"T�V1��ORQNVNT�¡9Q9Tg`Y]�VN]�H���OEc[OEQNH�VNHbPKNJLH)T�®¾i°l2¢PT�®Âi¹¯)±Rj�]dV
T®Ãia¯&D
Ä2D�¦/Q9TÂM9TEX¤c[HY^d]�`b`\T�|}K9TgQ}cLHYJ¤c[HY^�TÂHYQ$KNQ9TÂVNHbp�]dQNJLHbORQN]
JZHGc[XZO�sgTÂQN]d`Y`YOtJZczTqc[OÅVN]�JZ^�XZHbcLcLOÅV9TE`Y`YT��K3QNv�HbORQN]�V1��ORQNV9T

ÆGÇ�ÈPÉ i ÊÈ r¬ËWÌ}r Í^dORQ Ì Q}KNp�]�XLO�XL]�TE`Y]gD�P� �GÎ HbXL]{MP]dX�|IKNTE`YH�sgTE`YORXZH«V3H Ì ÆGÇ�ÈPÉ f]AQNORXLp�TE`bHYv�v�TE�NHb`Y]ED/wGJZJLKNp�]�Q3VNON¢ÏHYQ
MNTEXZcLHY^�OE`\TEXZ]E¢ ÌXZ]"TE`b]E¢N^�TE`Y^dOR`\TgXL]8`YT!^�ORJ¤czTEQUc[]�VNHÏQNOEXLp�TE`YHbv�v"Tgv�HYOEQN] Ê �� � �=Á TE`b^�OR`YTEXL]GHY`�sgTE`bORX?p�]�VNHbO�VNHÏ^�OIORXLV3HYQ9Tgc[T!]�V�HYp�MNKN`bJLO�JLK�czTg`Y]�JZc[Tgc[O3¢�ÐqÑÈPÒ ]�ÐRÑÓ Ò ��3� �¬Á Tg`Y^�OE`\TEXZ]ÔHY`IsgTE`YORX«p�]dVNHYO�|}K9TEVNXLTgc[Hb^�O�VNHN^dO2OEXLVNHbQ9TgczT/]�VxHYp�MNKN`bJLO8JZK!czTE`b]?JZc[Tgc[O3¢¥ÐqÑÈ r Ò ]ÐEÑÓ r Ò ]�sE]�XZHb¡9^�TEXL]/HY`9MNXZHYQN^dHYMNHbO�VNH9HYQ3VN]dcL]�XLp�HYQNTEv�HbORQN]�Õ È Õ Ó_Ö-×Ø r ¢}^�ORQ�Õ È iÚÙ ÐqÑÈ r Ò&Û ÐqÑÈPÒ r]�Õ Ó iÚÙ ÐEÑÓ r Ò&Û ÐRÑÓ Ò r D



cLORXL]�TgXLp�ORQNHY^dO�p�OEQNO2V3HYp�]�QNJZHYORQ9Tg`Y]E¢}^�TE`Y^dOR`\TEXZQN]8`9]dQN]�XZSRH\T�p�]�VNHYT3D
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F2HÏ^dORQNJZHYVN]dXLHÏKNQ�ORJZ^�HY`b`\TgcLORXL]8TEXLp�ORQNHb^�O!|}K9TEQUcLHYJZcLHY^dO�VNH1ÜGTEp�HY`ec[ORQNHYTEQ9T �

Ý i Ó rjgÞ Ë Þ�ß rj È r
F2H2JLKNM3MPORQ3SUT8^zyN]£TE`Ic[]dp�M�OGà ialGHY`IJLHbJZcL]�p�TGJLHYTGMNXL]dM9TEXLTgc[O�QN]d`Y`bOGJZc[Tgc[OGVN]�JZ^�XLHecLcLO�V9TE`Y`YT���K3QNv�HbORQN]V1��ORQNVNT�á8â ÇãÈPÉ ¢9V9Tgc[T�V9T �

á8â ÇãÈPÉ i Ê Ç¤ä Þ�ßåæ È Ë Þ�ßåæ È r É¤çg¿)è3éê�ëìÏí ê
CED Î ]îc[]dXLp�HYQ9TEXZ]8`\T!^dORXLXZ]dcZczTxQNORXLp�TE`bHYv�v�TEv�HbORQN]�VNH)á8â Ç�ÈPÉ�Ç Ê É �jID/ï)XLOusgTEXZ]�`bO�JZc[Tgc[OxVN]d`)JZHYJ¤c[]�p�TxTE`�cL]�p�MPO�àð¢�á Ç�È Í à É �Ä2D/ï)XLOusgTEXZ]�Hb`PsgTE`bORX£p�]dVNHYO�V3]�`Y`���]dQN]�XZSRH\T2¢ÏÐ�ñ Ò �
²3D Á Tg`Y^�OE`\TEXZ]G`\T!M3XLOR�9Tg�NHY`bHbcgfT{^zyN]E¢¥TE`Pc[]�p�M�Oxà ´£ò l2¢9HY`�XZHYJZKN`bc[Tgc[O!V3HÏKNQ9T�p�HbJLKNXLT!VN]�`b`���]�QN]dXLSRHYTJZH\T�MNTEXLH¬T åæ ßÔ±Rj2¢1T�Ä åæ ßÔ±Rj2¢PORMNMNKNXZ]xT�k åæ ßÔ±RjID�wGJLJZKNp�]�QNVNO�VNH¬T"sR]�X�OgcLc[]dQ}K3c[O�KNQNO�V3]�SR`bHTgK3c[OusgTE`YOEXLH�JZORMNXLTx]d`Y]dQN^"TgcLH�¢NV3HYXL]�|}K9Tg` f]�`YT!M9TEXZHbcgfT!V3]�`Y`YTA��KNQNvdHYORQN]�V���ORQ3V9T�^zy3]�V3]�JL^dXLHesR]�`YOJ¤czTgcLOxVN]�`ÏJZHYJZcL]�p�T�VNORM�O�`YT�p�HbJLKNXLT!VN]�`b`���]�QN]dXLSRHYT3D
kID Ç§ó TE^�OR`eczTgcLHbsEO É�Î ]îc[]�XZp�HbQ9TEXZ]8HY`�sgTE`bORX?p�]�VNHbO�VNH8ÑÈ ]�VNH�ÑÓ JZK�á Ç�È Í à É D

���¥� � ���I���¥� `b]�TEK3c[Og��KNQNv�HbORQNH1V3]�`Y`��¼Ü�TEp�HY`bcLORQNHYTEQ9T�VNHÏKNQ�ORJL^dHY`Y`YTgc[OEXL]8TgXLp�ORQNHY^dO�^�ORXZXLHbJLM�ORQNVN]dQ}cLHTEV�ô�i¹l Í C Í jAJLOEQNO�XZHYJZMP]îcLc[HesgTEp�]dQUc[]8V9Tqc[]�V9T �
Æ â Ç�ÈPÉ iöõ Þ�ß¯ åæ�÷�øù çg¿ è3éê�ëìÏí ê � Æ ´ ÇãÈPÉ iûú jAõ Þ�ß¯ åæ�÷8øù ä Þ�ßåæ È�çg¿ è3éê�ëìÏí ê

Æ r Ç�ÈPÉ i Cú j õ Þ�ß¯ åæ�÷ øù!ü j Þ�ßåæ È r Û Cdý çg¿ è3éê�ëì�í ê
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CEDBFHGJI7K�LNMOGEPQPSRTLVU�WOG(X%GEPSXZYSRB[9U%\TREP]GE^&U%LJ_`Ga[bU�McUZdeG(X%YQ[bX%GBfJgThB\iD�jiGEMkU%LVWVRlX`miU�nVLOGBMkRT[9_eGBWOGX%GEPSXZYSR�oU�P]GE[9\JG+pqDrgJs@^tU%WuGEPQ_eG�sqDrfEf�^wvxdbMVYQU%\JGE[9U�McUZ[bX`m7yUavEdbU�nVLuGa_b_eGEX%X%GELJ_eU�X�GEPQX%YSG+YQPTMOGEPQPSRTLiUz U%[9dbRNP]G{McRT[|_`G!G z}z UZ[bdbGE[bYSGNGEPSPSG z U%PSR~X%Y�_aoG&WVY��Eh{�~^��am�vcYSP.McRE[9_eYQU%[9UBMVn�oR�[eGE\TYQRTLVU z RTPQ^{UZL}_bU_b[eGEd9X%nV[bGE[bU�U���U�_b_eY��}nOGaL}_bYSd|_eYSXZY��F���I�j~_bYS^{GE[bU�P��rRT[9WVYSLiU�WVYJ\T[bGELVWVUZ�%��G�WVU%PQPSU�WiYS^&U%LVd9YSRTLVYEX`mVU7WiR z [9U%�V�kU�G z U%[bU�P]G�MkRT[9_eG�McUZ[bX`m7yU\EPSY�U���U�_b_bY��~nVGELJ_eYSd|_eYQX%Y�LVRTL"d9Y]GELVR�MVYeon!_e[eGadbX%ni[eGE�VYQPSY��F�X�I$j~_eYQ^�GE[9UBPSG{PSniLV\TmVUZ�%��G!W��rRTLiWOG!WVY�niL���RE_eRTLiUBX%REL	U%LVUZ[b\TYSG�MOGE[9Y�GEPQP���U%LVUZ[b\TYSG&WVY��}nVYSU�_eUWiU%PSP��rUZPSU�_b_e[9RTLVU!FH�N�9����v��N�$U%d9dbU%LiWVR�PSG�^{GEdbdbG!WVU%PQP���U%PSU�_b_b[bRTLVU�I�D��2�}nOGEPQU(X%REd9_`GaL}_bUl�OdbYQX�G�oUMVGE[bY�YQP�[bYQdbnVP�_`Ga_bRlX%RTd o ¡�RE_b_bU%L}ni_bR}¢s~D$K�L�RTd9X%YSPQP]Ga_bRT[bUGE[9^{RELVYSXZR��}nOGELJ_eYQd9_bYSX%R{WVY���[9U%�}nVUZLV��G"£¤MVn.oR!_e[bR z GE[9dbY.YSL�PQY z UZPSPQY�U%LVUZ[b\TU�_eYSXZYd|_`GE�ZYSRTLVGE[bYcX%RTL"U%LiU%[b\EY]Gl¥�¦u§A¨O£�FH©�ª�C¬«EsTI�vV©§®hiv�CEv�sqv�D�DQD�D�jqY�XZRTLVd9YSWVUZ[bY�nVLwRTd9X%YSPQP]Ga_bRT[bUWiY���[bUZ�~niU%LV�%G�£!§®CT¯�f{°±C�hJ²�³$´$�EvOMi[bU%MVGE[eGa_bR{YQL"nVLVR�d9_eGa_eR&U%XZX%YQ_eGa_eR&¥�µ¶DFHGJI+jqU�_`GEPQU�RTdbXZYSPSPSGa_eRE[bU5U���U�_b_enVG{nVLOGl_e[bGELVd9YS�%YQRTLVU�WOG�nVLVR&d9_eGa_eR&X%RTL�U%LVUZ[b\TYSG{¥�µ·GEWwnVLVRd|_`Ga_bR¸X%RTL*UZLVU%[9\TY]G¸¥�µ.¹�v�X%RTLº� »¼�!½¾v$UZ^{U�_b_bU%LVWVR¿nVL���Ra_eRTLVUav�_b[bR z GE[bU¤�~nVGEPSU	WVUZ�V�OGUZdbd9U%[bUNYQP�^{YQLVYS^&R z GaPSRT[9U�WVY��ÁÀ*�!½Sv�Â��!Ã�ÄÆÅav�MkU%[9X`m�yUNYSP���RE_eRELVU�UZ^{UZdbdbR	MkRTd9deG¤YQLVWVnV[9[bU��Ra_eR~U%^&YSdbd9YSRTLiU¶YSL"nVLw^&UZ_`GaPSPSRBX%RTLwMcRa_eU%Li�%Y]GaPSU5WVY�UZd9_b[eGE�ZYSRTLVU�Ç·§As(U�È(�F���I�É�RTd|_eR���À��!½c»*Âl�!Ã�ÄÆÅEv¬_e[9R z Ga[bU�X%RT^&U�P]G z UZPSR~X%Y�_aoG�WVU%PT��Ra_eR~U%PSU�_b_b[bRTLVU�UZ^{UZdbd9R¶WVYQMcUZLVWVUWVG��ÊÀ±� ½ �F�X�I7jqUEvVMkU%[���ÀË�!½k»*Âl�!Ã�ÄÆÅEvqdbY z nVRTPQU$��UZ[b^{GE[bU$YSP���RE_eR~U%PQUZ_b_b[bRTLiU$UZ^{UZdbdbR�XZRTLNnVLNMkRE_eUZLqÌ�ZY]GEPQU���[bU%LVGELJ_eUlÍ�vk_b[bR z GE[bUuX%RT^&U z Ga[bY]G�YSP z GEPQRT[bU�^&YSLVYQ^{RlX`mVUBWVU z UlG z U%[9U�ÍÎYQLw��niLV�%YQRTLVUWiY��ÏÀ¸�!½SDgqD$K�LOG¸MOGE[|_eYSXZU%PQP]GÐ�}nOGaL}_bYSd|_eYSX%G¸YSL*nVLOG¸WVYQ^{UZLVdbYQRTLVU	d9Y¶_e[9R z G¸LVUZPSPSR�d9_`Gx_eR¿WVU%d9X%[9YQ_b_bR¿WOGEPSPSG��niLV�%YQRTLVU�W���RTLVWOG Ñ F�ÒcI�§2ÓÕÔ ÒkÖc×�ØÙ Ú Ò	Ûºhh Ú GEPQ_b[bYS^&U%LJ_bYXZRTLwÂÏ»*hiDFHGJI�Ü.[eGEXZX%Y]Ga[bU��}nOGEPQYQ_`Gx_eY z GE^&U%LJ_bU¶YSP�\T[eGa�VX%R�WVY Ñ F�ÒcIb« Ô D
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�ê�(����� �����+
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ï�F�Ò �bî�§ðhJI�§óò Ô�ô d9YSL{õ �÷ö%øù¤ú õ%C7ªÕXZRTd�õ �÷öZøùwúJúEû hlì�Ò�ìºíh GEP�_e[9R z UCED¶j~X%[bY z UZ[bUBï&F¾Ò �bî�§ðhJI@X%RT^&U�X%RT^B�VYSLOGa�%YSRELVU�PSYQLVU�GE[9U�WVU%PQPSU�GEnq_eRE��nVLi�%YSRELVY Ñ ¦VF�ÒcI@WVUZPSPSG��inVX�GWiY�McRa_eU%Li�%Y]GaPSU�YSLq�OLVYQ_eG(U�WVUZ_bU%[b^&YSLVGE[bU�PSG(X%RT[9[bUZ_9_`G�LVRT[9^�GEPQYS�Z��GE�ZYSRTLVUav Ô vVWVY.ï�F¾Ò �bî�§·hJI��s~D�Ü.[bR z GE[9UPQRld9_eGa_eR�WVUZP.d9YSd|_eU%^{G�GEP�_bU%^&McRlîñvkï�F�Ò �bî9Iñ�gqD¶Ý@GaPSX%REP]GE[9U5YSP z GEPQRT[@^&U%WVYQRlWVU%PQP���U%LVUZ[b\TYSG(dbnVPQPSRld|_`Ga_bR�ï�F¾Ò �bî9I��fiD$ü5YQ[bU7�~nVGEP oU�P]G¶Mi[bRT�OGa�VYSPQYQ_aoG�X`mVUEv~GEPq_eU%^&MkR5î ² »*hqvJnVLOG�^{YQdbnV[bG¶WVUZPSP���U%LiU%[b\EY]G¶WVYSG5nVL z GEPSRT[9Uý gqþ¨ � «a�Ní � ��~DBß9à áVâTãcä¾å�áiå�æ�çkã�è�é"Ý@GEPQX%RTPSGE[bUNYQP z GEPSRE[l^{UZWVYSRËWVY!ÞÒ*d9nVPSPQRËd9_`Gx_eRWVU%d9X%[bY�_b_bRÐWOGaPSP]G¤��niLV�%YQRTLVUW��rRTLiWOG&ï&F¾Ò Ú î9I�D

ÿ ã�å�á���������é���PQYEGani_eR z GEPSRE[bYEWiU%PSP��rUZLVU%[9\TY]G7McUZ[�P]G@�VnVX%G�WiYTMcRa_eU%Li�%Y]GaPSU�YQLi�OLVY�_`G�YQL�nVLOG�WVYS^&U%LidbYSRELVUd9RTLVR&WOGa_eY�WOG ¥+¦u§ þ¨ � © �sa�Ní � �{©�§ C Ú s Ú g Ú ¯�¯�¯ ¯
	 U�X%RT[9[bYQdbMkRTLVWVUZL}_bY GEni_bRE��nVLV�ZYSRTLVY�dbRTLVR�WOGx_eU�WOGÑ ¦OF�ÒcI�§ ò 
 �ù d9YSL{õ ö ¦ øù ú h�ì�Ò�ì*íh GaPQ_e[9R z U
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H[^[O T[I�STJH[I�KfMPORQ'S�E
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©J�)� G8Slhbt&H|MPI&Z\I�t�ORhPK�t)KFQ�cJS�K ^[I&glg�K�T[SYd�I&^JT[I&^[�&KªT[SyN¥LTeK�yFz«I�TeKª�'�.^JI&gCt)KFh\Oªti~[I�g�KTJSl�wI&ZbI�^[�)K¬T[Sxd�OFMPI�^[�&SYKFgYIf_>dJH[Z}K)mFI&^[T[OgYO¬h\MbI&h\hbO�mfKFglORZbIf_CjkZ\I&^[S,]RglS®I&glI�MbMbZbOR^JS�_SY^amRI�t&I�T[SKft&t&I�gYI�ZPKFZ\gYS�E
¯�°e± � ��²u³/²`´ {|S:HJhbS:d�I&ZLg�K�Q}KFh\hPKªTJI&gYgoVrKNMPORQ'O�T�VpSlT[ZbOR]FI&^[O�SYgmFKfgYORZ\I�µ�z�¶·D�¸f¹a£�º�¥�_TJOnmFILº�¥�vI�gYK�Q}KFh\hPK�T[I�gYg�VXI&glI�M\MPZbOF^[IFE

»uE%¼�^�j½KFh\t&SlO}T[SUjkOFMbOR^[S�_[MbHJMbMbS�TJS/glH[^[]R~JI&�&�&K}TWVXOR^[TeK}¾e¿�_�muSlI&^[I¦j½KfMbMbO}t�ORgYglSYT[I�ZbI�t&OF^$I&glI�MbMbZbOR^JSSl^���H[SYI�MPIFE
�w� ´ {JKFd�I&^[T[O�ti~JI�S�jkOFMbOR^[S/ZbSlgYI�mfKfMbS/KFT"KF^[]FORgYO�T[S�T[Ss��HJhbSYOF^[I�ÀÁ ¡Â/ÃN¹}~eKF^J^[O�gYH[^J]R~[I&���)KT�VpOR^JTeK'¾WÄÆÅÈÇÉ  ÊDRËX¹a£�ÌÍD�£uÎ ÅÈÅ Q�_[t&KFgYt�ORg�KfZbI¦¾[¿ÏE� � ´®Ð KFgYt�ORg�KFZ\I¦g�K§gYH[^[]F~[I&���)K}TWVXOR^[T[K'Ñe^eKfgYI�T[I&S�jkOFMPOF^[S�T[Sl�wH[hbS/K}ÀÍ ¡£|_wK}À� 5Â/ÃR»'I�T"KÀ¬ ÒÂ
E

Ó|E%¼�^eK�deKFZ�MPSYt�I&glg�K��HeKf^�MbSYh�MPSYt&K�SY^+H[^eK�T[SlQ�I�^[hbSlOR^[I"h\SqMPZ\OnmfK�^[I�gYgYO�h\MiKNMPO�T[I&h\t&Z\SlMbMbO�TeKFgYgYKjkHJ^[�&SlOR^[I�TWVXOR^[TeK
Ô8Õ×ÖwØ  ÚÙ�Û Ö`ÜNÕ½ÝLÞÍÖwØ�Ü ß dwI�Z�£'à Ö à Ý£ ß KfglMPZ\SYQ'I&^aMPS

�w� ´CÐ KFgYt�ORg�KfZbI8gYK§t�ORh\MPKF^aMPI¦T[SU^[OFZbQ�KFgYSl�&�)Kf�&SYOF^[I Û �



� � ´CÐ KFglt&ORgYKFZbIqSYg�mfKFglORZ®Q'I&T[SlO�T[SUt&OuORZbTJSY^eKfMPK�I&T�SYQ'd[H[glhbO�hbH MiKfgYI�h\MPKfMPOJ_�áNâÖwã I'áRâä ã �©J� ´ÁÐ KFgYt�ORg�KFZ\I$SYg%mFKfgYORZ�Q'I&TJSYO���HeKFT[ZbKfMPSlt&O�T[S�t&OuORZ\T[SY^eKNMiKÍI&TÒSYQ'd[H[glhbO�h\HÒMPKFgYI"h�MiKfMbO[_áNâÖ Ü ã I�áFâä Ü ã EÒ¼%hbKFZbIªSYg,ZbSlhbH[gsMiKfMbO�d�I&Z'mRI�ZbSlÑ[t)KFZ\I$ti~[IªmuSYI�^[Iªh\O|TJT[SYh�j½KfMbMbO�SYgxdJZbSY^Jt&SYdJSYO�T[SSl^[T[I�MPI&Z\Q�Sl^eKF��SYOR^[Iq� Ö � ä ¨æåç Ü _[t&OR^�� Ö  ¡è áNâÖ Ü ã
Þ áNâÖwã Ü I�� ä  Êè áRâä Ü ã
Þ áFâä ã Ü E¹JE Õ½é KFt&ORgsMiKfMbSlmFO Ø�´ � hbh\H[Q�I�^[T[O�ti~JI ÔqÕkÖwØ KFgYgYK�T[ORQ�KF^[TeK'Ó Ø T[I�hbt&Z\SlmfK§H[^eK�d[KFZ\MbSYt&I�gYgYK�SY^ H[^eKcJH[t)K¬T[Sxd�OFMPI�^[�&SYKFgYI�Q'OR^[OuT[SlQ�I�^[hbSlOR^eKFglI�K"deKFZ\I�MPSxSl^JÑe^[SsMPIf_>I�h\MPI�hPK�TeK£¬KFT Ý _>h�MPSlQ}KFZ\IgoVpI�^[I&Z\]RS�K�Q'I&TJS�K�T[SWMPKFgYI�deKfZ\MPSlt&I�gYg�K|E
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{|SUt�OR^[h\SYT[I�ZbSUH[^ ORh\t&SYglg�KfMbORZbI8KFZbQ'OR^[Slt&O���HeKF^aMbSYh\MbSYt�O�T[SWêqKFQ'SYgsMPOR^[SYKF^eK ´

ë   ä Ü»fºíì º}î Ü» Ö Ü
{|S|hbH[dJdwOR^J]aK8ti~[IxKFguMPI�Q�d�Oqï Ò£qSYguhbSlh\MbI&Q�KqhbSYKqd[ZbI�deKFZbKfMPO�^[I�gYglOqh\MPKfMPOqT[I&h\t&ZbSsMbMbO�TeKFgYgYK,jkHJ^[�&SlOR^[ITWVXOR^[T[K}ð8ñ Õ×ÖwØ _eTeKfMPK�TeK ´

ð�ñ Õ×ÖwØ   Û Õ D ì º}îòó Ö Ü Ø�ô Î/õJö÷køùUú ÷
DFE%G8I�MPI�ZbQ'SY^eKFZ\I8g�K�t�ORZbZ\I�M\MiK§^[ORZbQ�KFglSY�&�&KF�&SlOR^[I%T[S/ð8ñ ÕkÖwØ¦Õ Û Ø �»uE�û/ZbO�mfKFZ\I�glO�h\MPKfMPO§T[I�g/h\SYh�MPI&Q�K§KFg�MbI&Q'dwO�ïü_�ð ÕkÖ�ß ï Ø �
Ó|E�û/ZbO�mfKFZ\I�SlgwmfKFglORZxQ�I�T[SYO�TJI&gYgoVpI�^[I&Z\]RS�K|_Uá�ý ã �
¹JE Ð KfgYt&OFg�KFZ\Iqg�K�dJZbORceKfc[SYglSlMfvKLti~[IF_`KFgwMPI&Q'd�O§ï Åxþ £|_eSYg�Z\SYh\H[glMPKfMPO�TJSUH[^eK�Q�SlhbH[ZbK�T[I&glg�VXI&^[I�Zb]RSYKh\S�K�deKFZ\SUK òó î:ÃR»|_eK§Ó òó î:ÃF»|_[ORd[dJH[ZbI�K'ÿ òó î:ÃR»|E
ÿuE Õ½é KFt&ORgsMiKfMbSlmFO Ø G8I�MPI&Z\Q�Sl^eKFZ\I8SYg�mfKFglORZ®Q'I&T[SlO�T[I&glg�VXI&^[I�Zb]RSYK�dwOfMPI&^J�&S�KfgYIF_���� ÷Ü âÖ`Ü _[h\H$ð ÕkÖ�ß ï Ø E

¯�°`± � ��²u³�²`´ glI¦KFHJMPOfjkH[^[�&SlOR^[SWTJI&gYgoVrê%KFQ'SYglMbOR^[SYKF^eK¦T[SUH[^�ORhbt�SYgYgYKfMPOFZbI8KfZbQ'OR^[SYt�O�t&ORZ\ZbSlhbd�OR^[T[I�^�MbSKFT��� 5£ ß D ß »AhbOF^[O�Z\SYh\dwI�MbMPSsmfKFQ�I�^aMPI8TeKNMPI¦TeK ´
Ô ñ ÕkÖwØ   � º}îÂ òó��	�
 ô Î/õJö÷køùUú ÷ � Ô Å Õ×ÖwØ  �� » � º}îÂ òó���
�� º}îòó Ö�ô Î/õJö÷køùUú ÷

Ô Ü ÕkÖwØ   D� » � º}îÂ òó� �
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CED�F/G�HJILKNMPOPOPQSRTHEULV&QSULW�HJGXMPKNH?Y[Z9QEG\RTM]I^RTM]K�H�_XME`aU^V�Y[ZXVNGXb"Q�cedgf1h/Cji\kmlnIno3kpI^M\_XMPI^V�K�KNM]RTQrq9QEILILQEGX_XH_XQsZ3GtO]M]uJVNOPO]H!K�HJGwvtdxvzy{QS_tZXG�O]M]uJVNOPO]H!K�HJGwvtd|v1}JD~��j��� U^HjuEQSULVsMPO&W�MPG3MPW�H�uSQEOPHEULV�_XM���v�d;v�y���v1}�qzV�U^K����V�MPO{`aHERLHJGXV�qzHJILILQwM]HJGXM]b�b"QSULV�ZXGQ�RTHJW�H�_XM�MP_3ULHJ�JVNGXH�qXU^V�q9QEULQSRTH�GXVNO�ILZXH�I^RTQSRTH�`aHJGX_XQEW�VNG\R�QEO]VED� �j��� MPqzVNRLV�ULV�M]OrK�HJG\RLH�GXVNO?K"QEI^H�M]G�K�ZXM�O���QSRLHJW�H�_XM?MP_XU^HJ�JVNGXH�ILM�Q
I�R�QSRLH�qXU^V�q9QSUTQSRLH�GXVNOq3ULMPW�H!I�R�QSRLH�VNK�K�M�R�QSRLHXD
��D/��O�`aHERLHJGXV�VNW�VNILILH
_XQEOPOm��HJI^K�M]OPO�Q�RTHJU^V�QEULW�HJGXM]K�Ht_XV�O�qXULHJ�3OPV�W�Qtq3ULV�KNV�_XVNG\RTV�u�MPV�G3Ve`�QSRLRLH�M]G2 KNMP_XVNULV�I^Z�_XM1Z3GtW�VNRTQEOPO]H!K�HJGwqzHERTVNGXb�MPQEOPV8_3M�V�I^RLUTQEbNMPHJG3V�¡|d£¢JVN¤AD~��j��� U^HjuEQSULV�MPO1W�MPG3MPW�H¥uSQEOPHEULV�_XM���v¦QEO�_XM�I^HJqXULQs_3V�OpY[Z9QEOPV�I^M��9Q�`aHERTH�V�W�MPI^ILMPHEGXVED� �j��§ V¨RTV�U^W�M]G9QEU^V8K�HJW�V�uSQEULMPQ!O�QAuJVNOPH�K�M�RS©Q!_XVNOp`aHSRTH�V�OPV¨RLRLULHJGXVªV�W�V�ILI^HeQSO1uEQSULM�QSULV8_XMp��v«D¬2D�F/G9Qq9QEU�RTMPKNV�O]O�Q�Y[Z9QSG[RLMPI�RTMPK�QMPG$ZXG9Q_XM]W�VNGXILM]HJGXV
I^MªRTU^H®uSQGXVNOPOPH¯I^R�Q�RTH�_XV�I^K�U^M]RLRLH�_9QEOPOPQ`aZ3GXb�M]HJGXV�_1�°HJGX_9Q

±ª²a³�´ d¶µ�· I^MPG�¸�¹Nº»?¼ qzV�Ut�½e¾ ³ ¾$½i¿QEO�RTU^MPW�V�G\RTM
~��j��§ MPU^V�Y�ZXQEO�©V�MPO�uSQEO]HJUrW�V�_XM]Hs_XV�O]O�Q!K�H�HJU^_XMPG9Q�R�Q!ILZ�R�QSOPV�I^RTQSRTH3ÀpÁ�Â³�Ã D� �j�=§ MPU^V�Y[Z9QEO=©V ² HsY[Z9QEOPM�I^HJGXH ´ M]OÄuSQEOPHJU^V�qXMT©Z�qXU^HJ�9QE�XM]OPV�HER^RTVNGXMP�XM]OPV8M]G�ZXG9QsW�M]ILZXULQs_3V�OPOPQKNH2HEUL_XM]G9QSR�Q!I�RTVNILITQ2D¢3D ²�Å QEK�HJO�R�QSRLM]uEH ´ �{Æ QEOPKNHJO�QSULV/O�Q¥KNHJI^RTQEG\RTV�_XM�GXHJU^WeQEO]MPbNb"QEbNMPHJGXV · V�_�M]OzuSQEO]HJU�W�V�_3MPHA_3M�Â³ÈÇ qzV�UOPQA`aZXGXbNMPHJGXV�_1�°HJGX_XQs_3V�O�qXZXG\RLHeqXU^V�K�VN_XV�G\RLVED
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É MpKNHJGXILM]_XV�U^M�ZXG9Q�q9QEU^RLMPKNV�OPOPQ!MPGwZXG9Qs�XZXK�Q�W�HJGXH�_XMPW�V�GXI^MPHJGXQEOPV�MPG3Ê9G3M]R�Q�_XV¨Ê9GXM�R�Q�_XQ�i�¾ ³ ¾x½ÈDÉ M�ILZXq3q�HJG3�\Q�K��XVSÀ�QSO=RLV�W�q�H�Ë!dÌi3À&O�Qwq9QEU�RTMPKNV�O]O�Q�ILM�QtqXULVNq9QEUTQ�R�Q�GXVNOPO]H�I^RTQSRTH
_3V�ILKNULM�RLRTH�_9QEOPOPQ`aZXG3b�MPHEGXV�_1�°HJGX_9Q�Í8Î ²a³�´ À9_9QSR�Q�_9Q

Í8Î ²Ï³�´ d · µ ILMPG�Ð9Ñ ³½�Ò�Ó ¬�ILM]G�Ð ¬ Ñ ³½(ÒrÔCED § V¨RTVNULW�MPG9QEU^V8O�Q!KNHJULU^VNR^R�QsGXHJULW�QEO]MPb�b�QEb�M]HJGXV�_XM)Í8Î ²a³�´�² · ´¨Õ��D � ULHjuSQEU^V�O]H�I^RTQSRTHs_XVNO)I^MPI�RTV�W�QsQEOÄRLV�W�q�H�ËnÀzÍ ²a³pÕ Ë ´nÕ¬2D § M]ULV�Y�ZXQEOp©V?O�Qªq3ULHJ�9QS�XMPO]M]RS©Q/K��XVEÀ�QEO2RTV�W�qzH8Ë k�Ö i2À\ZXG9Q�W�M]ILZXULQª_XVNOPO��°V�G3V�UL�EM�Qª_XMPQ8ZXG�uSQEOPHJU^VÖx×Ø Ç¨ÙSÚ ½ Ç D¢3D ²�Å QEK�HJO�R�QSRLM]uEH ´ �sÆ QSOPK�HEO�QEU^VeO�QwqXULHE�9QE�XM]OPM]R�©QwK��3VEÀ=QEO�RLV�W�q�HtËnÀ�O�Q�q9QSU^RTM]K�VNOPO�Q�ILM=RTU^H®u�MrG3V�OPOPQW�VNR�©Q��XZXK"Qs_XV¨Ê9GXM]RTQ�_9Q�½ Ù �s¾ ³ ¾$½zD
ÛwÜÈÝ ~ ��Þ�ß)Þ �«à O]MEQSZ3RTHjuSQEOPHEULME_3V�OPOm��VNGXV�U^�JM�Q�q�VNU�O�Qr�XZXK�Q/_3MJq�HSRTV�G3b�M�QSOPV&M]G3Ê9GXM�R�QáM]G�ZXG9Q?_XMPW�V�G3ILMPHEGXVI^HJGXH�_9QSRTMÄ_9Q

â�ã d ×Ø Ç v Ç� Ú ½ Ç Õ vtdäCJån�2åT¬3å"æ"æ"æ æ
ç V�K�HJU^ULM]ILqzHJGX_XVNG[RLMpQEZ3RLHE`aZXGXbNMPHJGXMÄILHJGXHs_9Q�RTV�_9Q

± ã ²Ï³�´ déè �½ ILM]G�ê Ñ v ³½ìë æ
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@BA�CEDGFIHBJ6K LNMPOQLRFSMBTUMVDQLXWQTUYZTUTUL[OZL+\NYQDQ]V^Z_ ` ` HPObacMVDQOdHPedfXWhgiLN_ DQ_FIHjTUTUMPKkMV\l\NLlOQ_kmU_nK MBD�_ \N_kTUTUmUMVDZLLNDpoqYQLl_rTs_BAtvuxw�y HBzh_ DQOQMpK{^Z_#L[FSMBTUMVDQL+mULN\l_kgjHjTUL+HBO	HBDQ]BMV\lM|OQL.OQL~}�YZJULlMBDQ_#�����+�B�!^dHBDZDQMp\lYQDZ]V^Q_ `k`�HO�a�MVDZOdH!eb������ ��@V���V����@x�i� ����� WQK HB\lKkMV\�HjmU_eQf�A� uxw;� HB\NK MV\lHBmU_�\�H#\lYZDQ]V^Q_k` `�H�ObacMVDQOdH��dDdHj\l_nOQ_kLbFSMBTsMVDZLbOQLN}vYQJ6L�H|��� ��_ OGH!�¡�%��A
�iA�CED¢H£TsM � M�OQL�LlOQm6MV]V_ DZM|_kK K L~T{HjTUM|LNDGYZDQM|J�T{HjTUMPKkMVDGDqY � _ m6MPoqYdHBD¤TULlK M!¥vf�WhKkMVD¦¥vf'§¨�iWhJ6LOZLlJU_kK KkLNT{H�zh_ m(_ � LlJ6JULNMVDQ_�OQLRYZD¦FSMBTUMVDQ_jWQmsHB]B]VLlYQDZ]V_ DQOZM!\NM�J6TsHjTsM!K MVD¦¥ � �©�ªAtvuxw'« mUMxgjHBmU_�oqYdHj\�¬_�Ll\gjHB\lMBmU_ � LNDQL � M®OZL�¥vfbzv_kmUK{^4¯_nLN\hFSMBTUMVDQ_�_ � _ JUJ6M�zvMVJ6JsH#OQ_rTs_km � LlDdHBm6_FSMjTsMi_ � LlJUJ6LlMVDZ_�LlD�YQD � _kT{Hj\l\lM?K MVD¦zvMjTs_ DZ` L�Hj\l_�OQLR_kJ6TUmsHB`kLlMVDQ_°¨�>�i�±�j_r²#A� uxw;� HB\NK MV\lHBmU_�\Xac_ DQ_kmU]VLlH#K LlDZ_kTsLNK�H�OQ_k\RK MVm6mULlJ6zvMBDQOQ_ D¤TU_FSMjTsMi_ \l_rTUTUmUMVDQ_n_ � _kJUJ6MQA
�ªA�CEDdH³zdHBm�TsLlKk_ \N\�H¡oqYdHjDqTULlJ�TsLlK H³LlD%YQDdH³OQL � _kDQJULNMVDQ_	J6L�Tsm6M´gjH³DQ_k\l\lM�J6T{H£TsMµOQ_ J6K m6LNTUTUMµOdHB\l\lHFSYZDQ` LNMVDQ_nObacMVDQOdH

¶�·S¸v¹ � º ¸h» ��¼8½½¿¾ ½KkMVD¦ÀÁ§%�ZAtvuxw�Â Llm6_noiYQHB\�¬_Ll\vgjHB\NMVm � _ OQLNM�OQ_ \N\�H#K MiMVm6OQLlDdH£T{H#JUY�T{Hj\l_nJ6TsHjTsMZW�Ã£Ä¸vÅ A� uxw;Â Llm6_noqYdHB\;¬_ · M�oqYdHB\lLRJ6MVDQM ¹ LN\�gjHB\lMVm6_nzQLs¬Y�zQm6MVÆdHBÆQLN\l_nMBT6Ts_kDQLlÆQLN\l_�LND�YQDdH � LNJUYQmUH�OZ_ \l\lHKkMªMBmUOQLNDdHjT{H#J�Ts_kJUJsHªA
Ç A ·IÈ HBK MV\~T{HjTULNgBM ¹ w.� HB\lKkMV\�HjmU_E\�H®KkMVJ6TsHBD¤Ts_nOQLvDQMVm � HB\NLl`k`�HB`kLlMVDQ_(ºE_ OpLN\hgjHB\NMVm � _ OZLlM?OZL�Ä¸É zh_ m\lH?FSYQDQ`kLlMVDQ_ObacMVDQOQH�OZ_ \RzQYQD¤TUMPzQm6_ K _kOQ_ D¤TU_BA








































































